У часопісе “Матэматыка: праблемы выкладання” (№ 2, 2013 г., ст. 57-61)

надрукаваны ніжэй прыведзены артыкул Міхася Булавацкага.
Рэкамендуецца настаўнікам матэматыкі і –асабліва – рэпетытарам.

Нетрадыцыйны погляд на тэму “Квадратныя раўнанні”
“Матэматыку ўжо за тое трэба вучыць, што яна розум у парадак прыводзіць.” Гэтую параду М.Ламаносава даволі часта паўтараюць, аргументуючы неабходнасць вывучэння матэматыкі ў як мага большым аб’ёме. Але ж “прывесці розум у парадак” можа дапамагчы любы, нават маленькі раздзел матэматыкі, калі яго вывучаць не якойсьці часткай, а грунтоўна. Паспрабуем прыгледзецца з гэткімі намерамі да простай і даволі знаёмай настаўнікам тэмы “Квадратныя раўнанні”.
Традыцыйна настаўнікі паказваюць вучням, як развязваюцца квадратныя раўнанні ax2 + bx + c = 0 вылічэннем дыскрымінанта: D = b2 – 4ac. І калі D ≥ 0, то корані знаходзяцца па формуле:
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Асобныя настаўнікі даюць яшчэ дзве формулы, як варыянты формулы (1), не вельмі актыўна адпрацоўваючы іх:
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(2) для прыведзеных раўнанняў х2+рх+q = 0, дзе D = p2 – 4q,

і 
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 (3) для раўнанняў з цотным каэфіцыентам b, дзе 
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З формул (2) і (3) можна зрабіць карысныя высновы:

Выснова А. Калі для прыведзенага квадратнага раўнання х2+рх+q = 0 выконваецца няроўнасць 
[image: image5.wmf]2

2

ð

q

æö

<

ç÷

èø

, то раўнанне кораняў не мае, бо ў гэтым выпадку 
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Выснова В. Калі для прыведзенага квадратнага раўнання х2+рх+q = 0 выконваецца роўнасць 
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, то раўнанне мае адзіны корань 
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Выснова С. Прыведзенае раўнанне х2+рх+q = 0 з адмоўным q абавязкова мае два корані.
Далей ідзе вывучэнне тэарэмы Віета і адваротнай ёй (каб не ўдавацца ў дэталізацыю, якая з гэтых тэарэм прымяняецца ў той ці іншай сітуацыі, будзем называць тэарэмай Віета аб’яднанае сцвярджэнне: Раўнанне ах2+bх+с = 0 мае корані х1 і х2 тады і толькі тады, калі х1+х2=-
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 і х1·х2=
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), з дапамогай якіх адбываецца невялікі трэнаж вуснага развязвання раўнанняў у прасцейшых выпадках кшталту х2 – 7х + 10 = 0.

Вось на гэтым затрымаемся. Справа ў тым, што просценькая тэарэма Віета дазваляе знаходзіць рацыянальныя корані квадратных раўнанняў у пераважнай большасці выпадкаў вусна – пры адпаведнай трэніроўцы. І гэта будзе эканоміць вучням шмат часу надалей як на ўроках, так і на цэнтралізаваным тэставанні, бо квадратныя раўнанні пануюць у школьнай праграме на працягу чатырох апошніх год навучання ў школе.

З гэтай мэтай дапоўнім традыцыйны тэкст падручніка некаторымі амаль відавочнымі тэарэмамі (для скарачэння запісаў будзем гаварыць не пра раўнанні, а пра адпаведныя трыномы).
Тэарэма D. Калі а + b + c = 0, то квадратны трыном ax2 + bx + c мае корані х1 = 1, х2 = 
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. Праўдзівасць сцвярджэння для першага кораня выяўляецца звычайнай падстаноўкай х = 1 у дадзены трыном. А другі корань знаходзіцца з таго, што адпаведна Віету: х1 х2 =
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Тэарэма E. Квадратныя трыномы ax2 + bx + c і ax2 – bx + c маюць супрацьлеглыя корані (або не маюць іх).

Сапраўды, дыскрымінанты гэтых трыномаў аднолькавыя, а таму корані другога трынома 
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 відавочна супрацьлеглыя кораням першага.

Выснова з тэарэм D і E: Калі а – b + c = 0, то квадратны трыном ax2 + bx + c мае корані х1 = -1, х2 = -
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Тэарэма F. Калі трыном ax2 + bx + c мае корані х1 і х2 , то трыном х2 + bх + аc мае корані ах1 і ах2.
Дыскрымінанты гэтых трыномаў аднолькавыя (пераканайцеся), таму корані другога трынома знаходзяцца па формуле 
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, дзе другі множнік – гэта корані першага трынома.
Што даюць гэтыя тэарэмы? Тэарэма D дазваляе па суме каэфіцыентаў трынома распазнаваць наяўнасць кораня, роўнага 1, і затым, ужо па Віету, імгненна называць другі корань. Тэарэма E дазваляе аналагічным чынам распазнаваць корань -1. Сярод квадратных раўнанняў, якія прапануюцца школьнікам, раўнанні з коранямі 1 ці -1 самыя папулярныя.
А тэарэма F дазваляе пасля адпаведнай трэніроўкі вуснага знаходжання цэлых кораняў прыведзенага квадратнага трынома вывесці вучняў на вуснае знаходжанне рацыянальных кораняў непрыведзенага трынома.
Да прыкладу, трэба знайсці корані трынома 6х2 – х – 12. Для гэтага спачатку знойдзем корані дапаможнага трынома х2 – х – 72, якія адпаведна тэарэме F у 6 разоў большыя за корані дадзенага трынома. Апошні каэфіцыент прыведзенага трынома адмоўны, таму адпаведна выснове С трыном мае два корані. Іх лёгка падабраць, дзякуючы Віету: 9 і -8. Падзяліўшы гэтыя лікі на 6, атрымаем корані дадзенага трынома: 
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На думку аўтара, падмацаваную яго шматгадовым досведам, калі настаўнік знойдзе час на такое невялікае дапаўненне праграмнага матэрыялу, то ён зэканоміць шмат часу на наступных уроках, звязаных з развязваннем розных раўнанняў – паказальных, лагарыфмічных, трыганаметрычных ды іншых, якія так ці інакш зводзяцца да развязвання квадратных раўнанняў.

Падаецца карыснай наступная сістэма трэніровачных заданняў.
І. Знайсці корані прыведзеных трыномаў, скарыстоўваючы тэарэму Віета:

	1)   х2 – 9х + 14;
2)   х2 + 9х + 14

3)   х2 – 5х – 14;
4)   х2 + 5х – 14;
5)   х2 + 11х + 24;
	6)   х2 – 10х – 24;
7)   х2 + 10х – 24;
8)   х2 + 13х – 30;
9)   х2 + 8х + 19;

10)  х2 – 40х + 401.


Заўвагі.
Парныя заданні 1-2, 3-4 і 6-7 прывучаюць да выкарыстання тэарэмы D пра трыномы з супрацьлеглымі коранямі.

Заданні 9 і 10 прывучаюць да думкі: калі падабраць корані не ўдаецца, то, магчыма, іх няма; сапраўды 
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, таму кораняў няма адпаведна выснове А.
ІІ. Знайсці корані трыномаў, калі яны ёсць, скарыстоўваючы тэарэмы D і E:

	11)  15х2 + 2х – 17;
12)  15х2 – 2х – 17;
13)  203х2 – 103х – 100;
14)  38х2 – 3х – 41;
15)  –7х2 + 40х + 47;
16)  40х2 – 7х – 47;
17)  –58х2 – 11х + 69;
	18)  –58х2 + 11х + 69;
19)  х2 + 18х – 19;
20)  х2 – 11х – 12;
21)  –х2 + 52х + 53;
22)  0,4х2 + 1,6х – 2;
23)  1,5х2 +0,5х – 1.
24)  
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Заўвагі.

Зноў жа карысныя парныя заданні кшталту 11-12 і 17-18.

“Гульня” з вялікімі лікамі (582х2 – 121х – 461 або 387х2 + 23х – 364) як бы і не мае асаблівага сэнсу, але яна падабаецца школьнікам; іх здзіўляе і забаўляе сама магчымасць вусна развязаць такія складаныя раўнанні, таму варта пацешыць іх некалькімі такімі заданнямі. Калі ж гэтымі некалькімі заданнямі яны не нацешацца, тады можна правесці двубой паміж асобнымі вучнямі ці паміж групамі вучняў: кожная група на працягу пяці хвілін складвае як мага складанейшыя квадратныя трыномы з коранямі 1 ці -1, затым абменьваюцца сваімі напрацоўкамі і – хто хутчэй знойдзе корані ўсіх трыномаў.
ІІІ. Назваць корані трыномаў, скарыстоўваючы тэарэму F:
	25)   3х2 – 13х – 10;
26)   5х2 + 13х – 6;
27)   10х2 + 11х – 8;
28)   5х2 + 8х – 1,8;
29)   27х2 – 15х + 2;
30)   16х2 + 2х – 3;
31)   –х2 + 16х – 55;
32)   99х2 + 20х + 1;
33)   7х2 – 3х – 4;
34)   4х2 + 3х – 7;
35)   –16х2 + 2х + 3;
36)   2х2 – 9х – 5;
	37)   8х2 – 12х + 5;

38)   –9х2 – 5х – 1;

39)   9х2 – 12х + 4;

40)   25х2 + 10х +1;
41)   –4х2 – 12х – 9;
42)   –4х2 – 10х – 7;
43)   
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44)   0,5х2 + 8х – 18;
45)   
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Заўвагі.

Карысныя пары 25-26 і 33-34, яны нагадваюць пра тэарэму Е. Варта звярнуць увагу вучняў на тое, што корані трыномаў 33 і 34 можна хутчэй знайсці без тэарэмы F, бо там угадваецца 1 ці -1.
У трыномаў 37, 38 i 42 кораняў няма, бо няма кораняў у дапаможных трыномаў х2 –12х + 40 (62 < 40), х2 – 5х + 9 (2,52 < 9) і г.д. Адзіны корань трыномаў 39-41 можна назваць хутчэй, калі “ўбачыць” у дадзеным выразе квадрат бінома. Лепш, калі вучні будуць бачыць усе спосабы развязвання, гэта станоўча адбіваецца на варыятыўнасці іх мыслення.
У апошніх трох заданнях можна проста пазбавіцца ад дробных лікаў множаннем на агульны назоўнік каэфіцыэнтаў, што не зменіць корані, але гэта павялічыць каэфіцыэнты (у заданні 45 даволі значна) і таму пошук кораняў ускладніцца. Тэарэма F прапануе больш выйгрышны варыянт.
У выніку адпаведнай працы вучань павінен засвоіць наступны парадак дзеянняў пры развязванні квадратных раўнанняў ах2 + bx + c = 0:
1. Праверыць, ці выконваецца a+b+c=0. Калі так, то корані раўнання: 1 і 
[image: image23.wmf]ñ
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. Прыклад: заданне 13.
2. Праверыць, ці выконваецца a–b+c=0. Калі так, то корані: -1 і -
[image: image24.wmf]ñ
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. Прыклад: заданне 14.
3. Разгледзець дапаможнае раўнанне х2 + bx + m = 0, дзе m = ас.
3а) Калі 1 + b + m =0, то дапаможнае раўнанне мае корані 1 і m, а таму дадзенае раўнанне мае корані 
[image: image25.wmf]1
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 і с. Прыклад: заданне 44.
3б) Калі 1 – b + m =0, то дапаможнае раўнанне мае корані -1 і -m, а таму дадзенае раўнанне мае корані -
[image: image26.wmf]1
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 і -с. Прыклад: заданне 36.
3в) Калі (0,5b)2 < m, то корані шукаць не трэба, іх няма ў дапаможнага, а значыць і ў дадзенага раўнання. Прыклад: заданне 42.
3г) Калі (0,5b)2 = m, то дапаможнае раўнанне мае адзіны корань: -0,5b, а таму і дадзенае раўнанне мае адзіны корань 
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3д) Калі (0,5b)2 > m, то дапаможнае (а значыць, і дадзенае) раўнанне мае 2 корані. Спачатку варта вызначыць іх знакі. Калі m < 0, то корані маюць розныя знакі, і тады пачынаем падбіраць лікі розных знакаў з сумай –b.
Прыклад. У заданні 30 пераходзім да дапаможнага трынома х2 + 2x – 48; тут корані ёсць і яны розных знакаў. Пачынаем падбіраць лікі з сумай -2: -6+4, -7+5, -8+6, нарэшце дайшлі да патрэбнага здабытку -8·6=-48, адкуль і атрымаем, што корані дадзенага трынома 
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 (набыўшы пэўны досвед, вучні тут будуць прапускаць варыянты з няцотнымі лікамі, напачатку на гэта не варта звяртаць увагу).
Калі m > 0, то корані маюць аднолькавыя знакі, супрацьлеглыя знаку каэфіцыэнта b, і тады пачынаем падбіраць дадатныя лікі з сумай |b|.
Прыклад. У заданні 32 падбіраем лікі з сумай 20. 5+15=20, але 5·15=75 – мала, таму збліжаем лікі: 6·14 =84, 7·13 = 91, 8·12 = 96, 9·11 = 99 – і ўжо можна гаварыць пра корані -9 і -11 у дапаможнага трынома. Напачатку гэта будзе выглядаць так няўклюдна; набываючы спрыт, вучань будзе пачынаць з больш адпаведных лікаў і будзе заўважаць, што ў дадзеным выпадку можна эканоміць час, прапускаючы цотныя лікі.
4. Калі пералічаныя вышэй спробы выніку не далі, то застаецца развязваць раўнанне па адпаведных формулах.

Прыклад: трэба знайсці корані трынома 9х2 – 18х + 4. “Прабяжым” гэтую дарогу. 9-18+4≠0, таму 1 не корань; 9+18+4≠0, таму і -1 не корань. Разгледзім дапаможны трыном х2–18х+36. 92 >36, таму корані маюцца, іх два. Падбіраем пару цотных лікаў з сумай 18: 6·12 = 72 –многа, 4·14 = 56 – многа, 2·16 = 32 –мала. Падабраць не атрымалася, таму вяртаемся да дадзенага раўнання і вылічваем чвэрць дыскрымінанта…
Прымаць ці не прымаць парады аўтара – воля настаўніка. Але адзначу, што вопытныя хатнія настаўнікі (рэпетытары) заўсёды прапануюць сваім навучэнцам асвоіць такія прыёмы развязвання квадратных раўнанняў. І вось тут узнікае цікавая калізія.

Хлопец ці дзяўчына, асвоіўшы гэтыя прыёмы і ўпадабаўшы іх, пачынаюць карыстацца імі і на ўроках, у тым ліку на кантрольных работах. Настаўніца правярае працу і бачыць:

	…

5х2 + 14х + 8 = 0

х1 = -2; х2 = 
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Чытач разумее, як вучань знайшоў два апошнія лікі, і разумее, што знойдзены яны вусна (пасля непрацяглай трэніроўкі гэта робіцца даволі хутка з меншай рызыкай памылкі, чым калі шукаць корані праз дыскрымінант). Але настаўніца такога прыёму не ведае. І таму, пазначыўшы на палях “Як знайшоў корані? Дзе дыскрымінант?”, прадбачліва зніжае адзнаку.
– За што? – здзіўлена пытаецца вучань.

– Ты падгледзеў корані ў кагосьці!

– Ды я не падглядваў, я вусна знайшоў.

Тут бы настаўніцы зацікавіцца, як знайшоў корані яе вучань, і ён ёй гэта спрабуе патлумачыць, але патлумачэнні яго не вельмі ўдалыя і настаўніцы няма часу на выслухоўванне гэтага “мармытання”.
– Ты, што, разумнейшы за мяне? Далей рабі, як я сказала!..

– Што мне рабіць у такім выпадку? – пытаецца вучань у рэпетытара.

– А чаму ты не сказаў, што цябе так рэпетытар навучыў?

– Я не казаў ёй, што працую з рэпетытарам, бо яна тады больш прыдзірліва ставіцца да ацэнак.

Такая і падобныя да яе праблемы ўзнікаюць зараз у настаўніцкай працы. Рэпетытар сёння фігура ўзаконеная. І калі ёсць у бацькоў крыху вольных грошай, то чаму не ўкласці іх у лепшую адукацыю сваіх дзяцей, што шмат хто з іх і робіць. Рэпетытар – настаўнік рынкавы, тут выжываюць мацнейшыя, слабейшых рынак паступова выціскае з гэтага “бізнэсу”. Таму нярэдка рэпетытар больш дасведчаны і кваліфікаваны, чым школьны настаўнік. Традыцыйны трохкутнік “вучань – бацькі – школа” ператварыўся ў чатырохкутнік “вучань – бацькі – школа – рэпетытар”. Школьным настаўнікам і ўвогуле адукацыйнай сістэме трэба асэнсаваць новую рэалію і пачаць прыстасоўвацца да яе. Як? Для пачатку хаця б запрашаць найбольш вопытных рэпетытараў падзяліцца сваім досведам на курсах павышэння кваліфікацыі настаўнікаў. Адзін элемент такога досведу і паказаны вышэй. Карыстайцеся, настаўнікі! І поспехаў вашым вучням!
Міхась Булавацкі, настаўнік вышэйшай катэгорыі,
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