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1 Асноўныя паняццi
У навуцы часта сустракаюцца велiчынi, якiя магчыма цалкам вызначыць пры дапамозе
ўсяго аднаго лiку, так званай абсалютнай велiчынi, напрыклад колькасць бульбы ў кошы-
ку, час, тэмпература, маса i г.д. Такiя велiчынi называюць скалярнымi. Аднак шмат якiя
фiзiчныя велiчынi вызначаюцца ня толькi лiкам, але i накiрункам, напрыклад перамяш-
чэнне, паскарэнне, сiла, момант сiлы. Падобныя велiчынi называюць вектарнымi. Каб
адрознiваць вектарныя велiчынi ад скалярных, звычайна над абазначаючым iх сiмвалам
ставяць стрэлку: t, s,m— скалярныя велiчынi; ∆~r, ~F ,

−→
AB— вектарныя велiчынi.

Цiкава заўважыць, што ўсе пералiчаныя прыклады вектарных велiчынь за-
пазычаны з механiкi, аднак пры развiццi механiкi ў часы Галiлея i Ньюта-
на вектарны аналiз не выкарыстоўваўся; больш за то, ён яшчэ нават не быў
створаны! Самi тэрмiны «скаляр» i «вектар» былi ўведзены толькi ў сярэдзiне
XIX ст. Гамiльтанам1. У фiзiцы вектарны аналiз пачаў актыўна выкарыстоў-
вацца толькi пасля таго, як Максвел2 распрацаваў электрамагнiтную тэорыю i
выявiлася вектарная прырода электрычнага i магнiтнага палёў.

Любую вектарную велiчыню (вектар) можна прадставiць графiчна ў выглядзе накiра-
ванага адрэзка, даўжыня якога прапарцыйная велiчынi вектара (модулю). У якасцi да-
датнага прымаецца накiрунак, вызначаны стрэлкай. Напрыклад, каб пазначыць на мапе
вектар перамяшчэння неабходна правесцi стрэлку ад пачатковага да канцавога пункта
руху. Пры такiм азначэннi сумаю вектараў

~C = ~A+ ~B (1)

будзе сумяшчэнне пачатка вектара ~B з канцом вектара ~A. Стрэлка, злучаючая пачатак
вектара ~A з канцом вектара ~B, вызначае вектар ~C. Апiсаная працэдура — раўнанне (1) —
называецца складанне вектараў па правiлу трохкутнiка i праiлюстраваная на малюн-
ку 1. Дабудаваўшы трохкутнiк да паралелаграма (малюнак 2), бачым, што для вектарнага
складання iснуе правiла камутатыўнасцi :

~C = ~A+ ~B = ~B + ~A. (2)

Паслядоўна прымяняючы правiла трохкутнiка, можна абагульнiць яго на выпадак
адвольнай колькасцi падсумоўваемых вектараў i сфармуляваць правiла многавугольнiка:

1Уiльям Р. Гамiльтан (1805–1865) — iрландскi матэматык. Даў фармальнае выкладанне тэорыi ком-
плексных лiкаў. У механiцы ўвёў агульны прынцып найменшага дзеяння.

2Джэймс К. Максвел (1831–1879) — ангельскi фiзiк, стваральнiк класiчнай электрадынамiкi, адзiны з
заснавальнiкаў статыстычнай фiзiкi.
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Малюнак 1: Правiла трохкутнiка пры складаннi вектараў.
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Малюнак 2: Правiла паралелаграма пры складаннi вектараў.

каб атрымаць суму некалькiх вектараў, трэба сумясцiць пачатак другога вектара з кан-
цом першага, затым пачатак трэцяга — з канцом другога i г.д. Вектар, злучаючы пачатак
першага вектара i канец апошняга, будзе сумаю ўсiх дадзеных вектараў.

Згодна з раўнаннем (1) азначым аперацыю памнажэння натуральнага лiку n на век-
тар ~A як суму n аднолькавых вектараў ~A. У вынiку атрымаем вектар у n раз большы
па модулю i накiраваны ў той жа бок, што i зыходны. Абагульняючы дадзенае правiла на
выпадак любога рацыянальнага лiку r, бачым, што здабыткам r ~A будзе вектар з модулем
rA, прычым пры r > 0 ён будзе супадаць па накiрунку з вектарам ~A, а пры r < 0 —
накiраваны ў супрацьлеглы ад вектара ~A бок. Напрыклад, пры памнажэннi вектара на
−1 яго модуль застаецца нязменным, але накiрунак змяняецца на супрацьлеглы.

Апошнi прыклад дазваляе азначыць аперацыю адымання вектараў, праiлюстраваную
на малюнку 3,

~C = ~A− ~B = − ~B + ~A. (3)
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Малюнак 3: Правiла адымання вектараў.

Як i ў выпадку памнажэння скалярных лiкаў, для аперацыi памнажэння лiку на вектар
iснуюць законы асацыятыўнасцi (4) i дыстрыбутыўнасцi (5, 6):

(kn) ~A = k(n ~A), (4)

(k + n) ~A = k ~A+ n ~A, (5)

k( ~A+ ~B) = k ~A+ k ~B. (6)

Трэба азначыць, што магчымасць задаць накiрунак фiзiчнай велiчынi не
з’яўляецца дастатковай умовай таго, што яна будзе вектарам. Можна паспраба-
ваць задаць «вектар» сiлы току накiраваны па датычнай да праваднiка, але як
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паказваюць шматлiкiя доследы, у месцах злучэння сiла тока складаецца ал-
гебраiчна, а значыць з’яўляецца скалярнай велiчынёй. Такiм чынам, вектарам
будзе велiчыня, якая характарызуецца не толькi модулем i азначаным накiрун-
кам, але падпарадкоўваецца правiлу складання вектараў.

2 Здабытак вектараў
Вызначыўшы паняцце вектараў можна перайсцi да разгляду iх здабытку. У прынцыпе,
магчыма задаць любыя матэматычна несупярэчлiвыя аперацыi перамнажэння вектараў,
але мы абмяжуемся толькi тымi двума з усiх магчымых, якiя часцей за ўсё сустракаюцца ў
фiзiцы. Спачатку разгледзiм здабытак кшталту AB cos θ, дзе A i B —модулi двух вектараў,
а θ— вугал памiж iмi. Паколькi ўсе множнiкi ў гэтым выразе — скалярныя лiкi, вынiкам
перамнажэння таксама будзе скалярны лiк. Напрыклад, выраз

работа = сiла × перамяшчэнне × cos θ

звычайна разглядаюць як здабытак модуля перамяшчэння з праекцыяй сiлы на напрамак
уздоўж яго.

Скалярным здабыткам двух вектараў ~A · ~B, утвараючых памiж сабою вугал θ (малю-
нак 4), будзем называць здабытак iх модуляў з косiнусам вугала памiж iмi:

~A · ~B = | ~A|| ~B| cos θ. (7)

Кропка памiж двума вектарамi абазначае скалярны здабытак!
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Малюнак 4: Да азначэння скалярнага здабытку.

Калi вядома, што ~A · ~B = 0, але пры гэтым ~A 6= 0 i ~B 6= 0, то на падставе раўнання (7)
cos θ = 0, а θ = 90◦, 270◦ i г.д. У такiм выпадку вектары ~A i ~B павiнны быць перпенды-
кулярнымi, цi iнакш кажучы, ~A i ~B артаганальны. Таксама з (7) вынiкае, што скалярны
здабытак вектара з самiм сабою роўны квадрату модуля гэтага вектара: ~C · ~C = C2.

Згодна з азначэннем скалярны здабытак камутатыўны:

~A · ~B = ~B · ~A. (8)

Можна паказаць, што скалярны здабытак таксама будзе дыстрыбутыўны адносна скла-
дання вектараў:

~A · ( ~B + ~C) = ~A · ~B + ~A · ~C. (9)

Другая форма здабытку вектараў звязана з выкарыстоўваннем сiнуса вугала ўтвора-
нага двума вектарамi. Напрыклад, момантам сiлы называюць здабытак модуля сiлы з
даўжынёй пляча сiлы, прычым плячо можна вызначыць як адлегласць ад восi вярчэн-
ня да пункта прыкладання сiлы памножаную на сiнус вугала памiж гэтай адлегласцю i
накiрункам дзеяння сiлы. Вынiкам такога здабытку двух вектараў таксама будзе вектар.
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Назавем вектарным здабыткам двух вектараў вектар ~C = ~A × ~B артаганальны як
вектару ~A, так i вектару ~B, модуль якога вызначаецца выразам |~C| = | ~A|| ~B| sin θ (θ— вугал
памiж ~A i ~B) i утвараючы з вектарамi ~A i ~B так званую правую тройку (пры вярчэннi
карацейшым чынам ад ~A да ~B вiнта з правай разьбой, ён павiнен рухацца ўздоўж ~C).

Крыжык памiж двума вектарамi абазначае вектарны здабытак!
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Малюнак 5: Да азначэння вектарнага здабытку.

Накiрунак вектара ~C таксама можна вызначыць з дапамогаю «правiла пра-
вай рукi». Трэба сагнуць пальцы правай рукi ў накiрунку ад вектара ~A да
вектара ~B; пры гэтым вялiкi палец пакажа накiрунак вектарнага здабытку.

Пры азначаным выбары накiрунку вектарны здабытак антыкамутатыўны:

~A× ~B = − ~B × ~A, (10)

гэта значыць пры запiсе абавязкова трэба ўлiчваць парадак множнiкаў.
Калi вектары ~A i ~B перпендыкулярныя, то ўсе тры вектары ~A, ~B i ~C будуць узаемна-

артаганальныя.
Таксама як i скалярны здабытак, вектарны здабытак дыстрыбутыўны адносна скла-

дання вектараў:
~A× ( ~B + ~C) = ~A× ~B + ~A× ~C. (11)

Камбiнацыя вектараў ~A · ( ~B × ~C) вядома як змяшаны здабытак. Здабытак
~B× ~C дае вектар, якi затым памнажаецца на вектар ~A, у вынiку чаго атрымлi-
ваецца скалярная велiчыня. Трэба заўважыць, што ( ~A · ~B)× ~C ёсць вектарны
здабытак скаляра з вектарам, а такая аперацыя намi не вызначана. Таму пры
запiсе змяшанага здабытку можна апусцiць дужкi: ~A · ~B × ~C.

3 Каардынаты вектара
Уведзенае ў раздзеле 1 паняцце вектараў як геаметрычных аб’ектаў дазваляе працаваць
з iмi без увядзення якой-небудзь сiстэмы каардынатаў. Але пры рашэннi некаторых за-
дач больш зручна прадстаўляць вектар у выглядзе сумы яго праекцый на адпаведныя
каардынатныя восi.

Зададзiм прамавугольную дэкартаву сiстэму каардынатаў Oxyz у выглядзе трох уза-
емнаперпендыкулярных восей x, y i z. Маштаб сiстэмы азначым трыма адзiнкавымi век-
тарамi ~i, ~j i ~k— ортамi, накiраванымi ўздоўж адпаведных восей (малюнак 6):

|~i| = |~j| = |~k| = 1; ~i⊥~j; ~i⊥~k; ~j⊥~k, (12)
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Малюнак 6: Правая дэкартава сiстэма каардынатаў.

прычым, правая сiстэма каардынатаў вызначаецца дадатковай умовай:

~i×~j = ~k. (13)

Тады для адвольнага пункта прасторы A з каардынатамi (Ax;Ay;Az) можна задаць ад-
паведны вектар ~A, праведзены з пачатку каардынатаў у гэты пункт. Каардынаты Ax, Ay i
Az будуць з’яўляцца праекцыямi вектара ~A на адпаведныя восi. Згодна з правiлам шмат-
вугольнiка для складання вектараў

~A = Ax
~i+ Ay

~j + Az
~k, (14)

а вектары Ax
~i, Ay

~j i Az
~k называюцца кампанентамi вектара ~A.

Каардынаты Ax Ay i Az цалкам задаюць вектар, бо яго модуль знаходзiцца як дыяга-
наль прамавугольнага паралелепiпеда па тэарэме Пiфагора:

A =
√
Ax

2 + Ay
2 + Az

2, (15)

а накiрунак можна вызначыць праз косiнусы вуглоў памiж вектарам i каардынатнымi
восямi:

cosα =
Ax

A
; cos β =

Ay

A
; cos γ =

Az

A
. (16)

Калi зададзены два вектара ~A (Ax;Ay;Az) i ~B (Bx;By;Bz), то iх сума вызначаецца
стасункам

~A+ ~B = (Ax +Bx)~i+ (Ay +By)~j + (Az +Bz)~k, (17)

скалярны здабытак
~A · ~B = AxBx + AyBy + AzBz, (18)

а вектарны здабытак

~A× ~B = (AyBz − AzBy)~i+ (AzBx − AxBz)~j + (AxBy − AyBx)~k. (19)

5


